2 Zakladni poznatky o ¢iselnych oborech

Mnozi lidé jsou nevédomi jen proto, Ze vycha-
zeji z pojmi, které jsou podle matematickych

v

meéfitek nepiesné (Sokrates)

2.1 Prirozena Cisla

Pfirozena ¢isla oznacuji pocet prvki koneénych mnoZzin. Kazdé ptirozené cislo je tak
jakousi abstrakci spole¢né vlastnosti vSech kone¢nych mnozin, mezi kterymi existuje
vzajemné jednoznaéné zobrazeni. MnoZinu vsech pfirozenych ¢isel zna¢ime N .

Poznamka: Cislo nula lze povaZovat za ,,pocet prvki* prazdné mnoziny, nula je tedy v tomto
pojeti ptirozenym ¢islem. V nékterych konstrukcich nula do mnoziny vSech ptirozenych ¢isel
nepatii. Pro nase potfeby vSak bude vyhodnéjsi nulu za ptirozené ¢islo povazovat.

Pouzivani ¢isel vyzaduje zavedeni po€etnich operaci, jimiz ke dvéma cCislim pfifazujeme
pfedepsanym zplsobem ¢islo tfeti jako vysledek. Zakladnimi a vSeobecné znamymi
operacemi jsou s¢itani a nasobeni. Seéitanim piifazujeme dvéma s€itanctiim soucet (piSeme
a+b=c), nasobenim pak dvéma cCinitelim sou¢in (piSeme a-b=d ). Pfirozena Cisla lze
sCitat a nasobit neomezené, tj. ke kazdym dvéma pfirozenym ¢isliim existuje soucet i soucin
— a jsou to opédt pfirozena ¢isla. Rikame, Ze mnozina N je uzaviena vzhledem ke sé&itani
a nasobeni.

Pro kazda tii ptirozena Cisla a,b,c plati:

a+b=b+a, a-b=b-a (komutativni zédkon)
a-(b-c)=(a-b)-c=a-b-c, a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c (asociativni zakon)
a-(b+c)y=(b+c)-a=a-b+a-c (distributivni zakon)

Opakované nasobeni tymz ¢islem vét§inou zapisujeme ve tvaru mocniny, napf.
a-a-a-a=a*,kde &islo a nazyvame ziklad a ¢islo 4 mocnitel (exponent). Je ziejmé a' =a.
a dale pro a >0 definujeme a’ =1.

Ptirozené ¢islo a, pro které je a {O;l; 2:3:4:5;6;7;8; 9} , hazyvame cifrou (Cislici).
Bézny Cislicovy (ciferny) zapis ¢isla v desitkové soustave je Usporny zapis souctu, napt.:

ciferny zdpis 27 035= 2:10*+7-10°+0-10* +3-10+ 5 rozvinuty zapis.

Zapis ptirozeného Cisla v desitkové soustavé: jsou-li a,;a, ;...;a,;a,;a, cifry, piSeme

ciferny zapis a,a, ,..a,a,a,=10"a, +10""a, , +..10°a, +10'a, +10°a, rozvinuty zépis.

K souctu a soucinu se zavad¢ji operace inverzni — od¢itani a déleni. Od¢itanim prifazujeme
menSenci a menSiteli rozdil: Rozdilem ¢isel a,b (v tomto potadi) je Cislo x, pro které plati
b+x=a. Zapisujeme x =a—b . Délenim piifazujeme délenci a déliteli podil: Podilem cisel

a,b (v tomto potadi) je ¢islo x, pro které plati b-x =a . Zapisujeme x=a:b, popt. x = %.

Odcitani a déleni nelze v mnoziné vSech pfirozenych provadét neomezené (tj. rozdil, resp.
podil dvou pfirozenych ¢isel nemusi byt vzdy pfirozené C¢&islo). Pro rozdil plati
a—beN & a>b, pro podil jsou pravidla slozitéjsi.
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Nasobek a délitel: Cislo a je nasobkem &isla b (Cislod je délitelem &isla a) pravé tehdy,
kdyz existuje pfirozené Cislo k takové, Ze a=k-b. Skutecnost, Ze b je délitelem cisla a
vyjadfujeme slovy ,,a je délitelné b ,, nebo ,,b déli a,,, zapisujeme b/a (napt. 5/35).

Kazdé ptirozené cislo je délitelné jednickou a sebou samym, tyto dva délitele se nazyvaji
samoziejmi délitelé. Prirozend cCisla, kterd maji pouze samoziejmé d¢litele, se nazyvaji
prvodisla, ostatni pfirozena Cisla jsou €isla sloZena. Nulu a jedni¢ku nepovazujeme ani za
prvodisla ani za &isla slozena. P¥i uréovani déliteltt pouZivame tzv. znaky délitelnosti: Cislo
a e N je délitelné

dvéma < kon¢ina 0,2,4,6,8

ttemi < jeho ciferny soucet je délitelny tfemi
¢tyfmi < jeho posledni dvojcisli je délitelné ¢tyfmi
peti <  konc¢ina 0,5.

osmi <  jeho posledni trojcisli je d€litelné osmi
deviti < jeho ciferny soucet je dé¢litelny deviti.

Rozklad ¢isel na prvocinitele: Kazdé prirozené Cislo I1ze rozlozit na soucin prvocisel, a to (az
na potadi ¢initelt) jedinym zplsobem.

1. Priklad: rozlozme na soucin prvocisel ¢islo 415 800 .
ReSeni:
415 800 | 207900 103950 51975 17325 5775 1925 385 77 11

N=d =d =/ d=d=d=d=d=1=/
2 2 2 3 3 3 5 5 7 11

tedy
415800=2.3"-5*.7-11

2. Priklad — ukazka pfimého diukazu:
DokaZme vétu: Pro kazdé piirozené ¢islo n plati: je-li n sudé (tj. délitelné dvéma), pak n’
je také sudé.
Diikaz: provedeme ptimo (viz ptedchozi kapitolu):
njesudé =>IkeN:n=2k=n>=2-2k"=n" je sudé.

3. Priklad — ukazka neprimého dikazu:

DokaZme vétu: Pro kazdé piirozené &islo n plati: je—li n* sudé, pak n je také sudé.

Diikaz: provedeme nepiimo, podle piredchozi kapitoly tedy musime dokazat vétu ,,neni-li n
sudé, pak neni sudé ani n>”:

njelicht =3k eN:n=2k+1=n" =Q2k+1)> = n> =2Q2k> +k)+1= n’ je liché

— zde jsme si dovolili ,,pfedb&hnout* vzoreéek (4 + B)’, ktery najdete na str. 41.

Poznamka: Véty z priklada 2 a 3 jsou obecné véty tvaru implikace, ptitom véta z prikladu 3
je vétou obracenou k vété z prikladu 2. Ob¢ véty tak mizeme vyslovit jako jedinou obecnou
vetu ve tvaru ekvivalence: Pro kazdé ptirozené Cislo n plati: ¢islo n je sudé pravé tehdy,

kdyz je sudé &islo n”. Véty tvaru ekvivalence, tj. A(x) < B(x), je tfeba dokazovat ,,obéma
sméry*, tj. je tieba dokazat jak A(x) = B(x), tak B(x) = A(x).
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Spolecny délitel: spolecnym délitelem dvou ptirozenych Cisel n;n, je Cislo, které déli obé
Gisla n;n,. Nejvétsi spoleény délitele Cisel n;;n, znaGime NSD(nm;n,). Spoleénym
nasobkem dvou pfirozenych cisel n;;n, je Cislo, které je délitelné obéma Cisly n;n,.
Nejmensi spole¢ny nasobek &isel n;n, znagime nsn(nm;n,). Piirozena ¢&isla nazyvame
nesoudélnd, je-li jejich spolecnym délitelem pouze Cislo jedna. V opaéném piipade je
nazyvame soudélna.

Urcovani nejvétsiho spole¢ného délitele: Nejvétsi spole¢ny délitel NSD(n;n,) dvou
pfirozenych ¢isel n;;n, ma ve svém rozkladu vSechny spole¢né prvocinitele rozklada cisel
n,;n, umocnéné na nejmensi exponent, ktery se v t€chto rozkladech vyskytuje, napt.:

5940=27.3.5.7"-11

= NSD(5 940 ; 7 056) =2*-3> =36 .
7056224-32~5°-72~11°} ( )

Urcéovani nejmensSiho spoleéného nasobku: Nejmensi spoleény nasobek nsn(nl;nz) dvou
piirozenych ¢isel n;n, ma ve svém rozkladu vSechny prvocinitele, ktefi se vyskytuji alesponl
v jednom z rozkladi ¢isel n,;n, umocnéné na nejvyssi exponent, ktery se v téchto rozkladech
vyskytuje, napf.:

5940=2%-3".5.7"-11

4 s o0 e = nsn(5 940 ;7056)=2*.3.5.7>.11= 1164 240.
7056=2"-3"-5"-7"-11

Pro kazdéa dvé pfirozena &isla n;;n, plati: n,-n, = NSD(n;n,)-nsn(n;n,), napt.:
5940-7056=36-1 164 240 =41 912 640.

Priklady:

4. Namésti tvaru obdélnika o rozmérech 36 m, 48 m mé byt po obvodu osazeno stejné
vzdalenymi pouli¢nimi lampami. Kolik lamp nejméné bude potieba, kdyz ve vSech rozich
namesti jiz lampy jsou?

Reseni: Obé strany obdéInika musi byt délitelné hledanou vzdalenosti lamp, vzdalenost tedy
najdeme jako nejvétsiho spole¢ného délitele danych rozmért. Protoze 36 =2°-3%; 48=2".3,
je NSD(36,48)=2°-3=12. Vzdalenost mezi lampami bude tedy 12 m. Na krat3i strané
namesti budou tedy potieba celkem 36:12+1=4 lampy, z nich dv¢ jsou jiz instalovany, je
tedy potteba instalovat a=2 lampy. Podobné na delSi stran¢ je tieba instalovat
b=48:12+1-2 =3 lampy. Na celé namésti pak 0 =2-(a+b)=2-(2+3) =10 lamp.

5. Autobus A jezdi po 20 minutdch, autobus B po 24 minutéch, autobus C po 36 minutéch.
V 7.00 hod. vyjely autobusy ze zastdvky spolecné. Kdy nastane nejblizSi dalSi spolecny
odjezd?

Reseni: Interval mezi spoleénymi odjezdy je nejmensim spoleénym néasobkem intervald
jednotlivych linek. Protoze 20=2-5; 24=2-3;36=2-3, je

nsn(20,24,36)=2"-3"-5=360.

Nejblizsi spolecny odjezd bude tedy za Sest hodin, tj. ve 13.00 hod.
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NereSené tilohy:
1) Rozlozte na soucin prvocisel: a) 26 460 b) 30800 c) 54450  d) 128 700

2) Urcete nejvetsi spolecny délitel a nejmensi spolecny ndsobek Cisel
a) 540; 504 b) 825;3630 ¢) 6 600; 29 106

3) Mistnost tvaru obdélnika o strandch a =252 cm; b=396 cm ma byt vydlazdéna
¢tvercovymi dlazdicemi. Urcete nejveétsi rozméry dlazdic tak, aby zadnou nebylo tieba fezat.
(8itku spary zanedbejte).

4) Soukoli se sklada ze dvou ozubenych kol o po¢tu zubti @ =300, b =315. Na kazdém kole
je jeden vadny zub. Jestlize se tyto zuby setkaji, soukoli se zasekne. Kolik ota¢ek nejvyse
mohou ob¢ kola ud¢lat?

5) Na ¢tvercovém zahon¢ o strané a = 720 cm bylo vysazeno 90 stromk rybizu do sponu
90 cm x 80 cm . Poté bylo rozhodnuto, Ze spon musi byt 120 cm x120 cm

a) Kolik stromkli mizeme ponechat na ptiivodnim miste?

b) Kolik stromk je tfeba na tomto zahon€ znovu zasadit?

¢) Kolik stromkt je tfeba presadit na jiny zahon?

Vysledky:

1)a) 2>-3°-5-7° b) 2*-5*-7-11 ¢)2-3°-5-11> d) 2°-3°-5-11-13 2) a) 36; 7560
b) 165; 18 150 ¢) 663 2910600 3) 36 cm 4)Kolo a 21 otédek, kolo b 20 otadek
5) a) 12 b) 37 ¢) 41

2.2 Cela cisla

Cela cisla jsou Cisla, ktera lze zapsat ve tvaru rozdilu dvou prirozenych cisel. Mnozinu
vech celych Cisel znadime Z, plati tedy: Z={xeQ |(x=a-b)A(a;beN)}. Rozdil
piirozenych ¢isel 0—b znaCime —b. Pro kazdé celé cislo existuje nekone¢né mnoho
uspotfadanych dvojic [mensenec, mensitel] pfirozenych Cisel, jejichz rozdilem je toto cislo,
napr.:

-3eZ:-3=0-3=1-4=3-6=.... 5€Z:5=0-5=1-6=3-8=....

Mnozina vSech pfirozenych Ccisel je vlastni podmnozinou mnoziny vSech celych Ccisel
(NcZ).Celé cislo a € Z, pro které je zaroven a e N, a # 0 znaime nékdy podrobné&ji +a .
Tato ¢&isla nazyvame kladna. Cisla, ktera nejsou kladna a jsou rizna od nuly, nazyvame
zaporna. Cislo nula neni ani kladné ani ziporné. Piirozena &isla nazyvame nékdy cel4
nezaporna, zaporna Cisla véetné nuly pak cela nekladna.

Na mnozin¢ vSech celych Cisel 1ze neomezené secitat a nasobit (viz str. 22), ale i od¢itat
(mnozina Z je uzaviena vzhledem ke sc¢itani, ndsobeni a od¢itdni). Pro secitdni a nasobeni
celych cisel plati komutativni, asociativni a distributivni zékon (viz pfirozena ¢isla).

Navic plati:
(+a)+(+h) =a+b (+a)-(+b) = (~a)-(-b) =a b
(—a)+(+b)=—a+b=b-a (—a)-(+b)=(+a)-(-b)=—a-b
(+a)+(=b)=(+a)—(+b)=a-b=-b+a (+a):(+b)=(-a):(-b)=a:b
(—a)+(-b)=(-a)—(+b)=—a-b (—a):(+b)=(+a):(=b)=—a:b

(—a)-(-b)=—a+b=b-a

27



Priklady:

1) (-35)+(-7)=(-35)-(+7)=-35-7=-42 4) (-8)-4=8-(-4)=-8-4=-32

2) (35-(-7=(35+H7)=-35+7=-28 5) (-3)-(-5)=3-5=15

3) (-24):6=24:(-6)=-24:6=—4 6) (-35):(-7)=35:7=5

N (2)-=D)-(=3)-(=2)-=D-(2)- D =[(=2)- DI [(-3)- D] [D- 2)]- (=D =
=2-6-2-(-1)=24-(-1)=-24

Cela ¢isla c,d € Z nazyvame navzajem opacna prave tehdy, kdyz c+d =0. Jsou-li ¢,d € Z
¢isla navzajem opacnd, pak plati c=—-d, d =—c,

Absolutni hodnota |a| ¢isla kladného je a, ¢isla zaporného je —a, absolutni hodnota nuly je

nula.

Usporadani mnoziny vSech celych ¢isel je dano témito pravidly:
- libovolné nezaporné Cislo je vEtsi nez libovolné zédporné
- libovolné nekladné ¢islo je mensi nez libovolné kladné
- ze dvou kladnych cisel je vétsi to, které mé vétsi absolutni hodnotu
- ze dvou zdpornych cisel je vétsi to, které ma mensi absolutni hodnotu.

Ciselna osa celych Ccisel:

Vznikne  zobrazenim  (celé) |

mnoZziny 7 do mnoZiny vSech _7 _g .5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5 6 7
bodi libovolné pFrimky p

Geometricky vyznam absolutni hodnoty: Absolutni hodnota celého c¢isla je rovna
vzdalenosti jeho obrazu od obrazu ¢isla nula na Ciselné ose.

Ze dvou celych Cisel a # b je pak vétsi to, jehoz obraz lezi na ¢iselné ose vpravo.
Vlastnosti absolutni hodnoty: Pro kazdé dvé¢ Cisla a,b € Z plati:
|a|>0; |a]=0=a=0 la—bl=|b-al

|-al=lal lal 161> |a £ b| = |al =[p]

NereSené tlohy:

Vypoctéte:

1) (-3)-4-10 7) 18-15-2

2) (-4)-8-(-1 8) 15-32:2

3) (=) (=5 (-1 9) 44:4-16:8
4) (=2)-0-(-4) 10) 6-(-9)-32:4

11) 5-{-3-[2:6-2+(3-8-2)]}-9-5

5) 2-(=3)-(=1)-11 12) {8—[3+6-4—(-20)-2]—4—(-3)}-4+7

6) (=1)-2-(=1)-(=D-1-(2)
Vysledky

1)-120 2)32 3) -5 40 5 66 64 7T —22 8§ -1 9) 3 10) -62 11)
~97 12) -233
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2.3 Racionalni ¢isla

Racionalni ¢isla jsou disla, ktera lze zapsat ve tvaru podilu dvou celych ¢isel. MnoZinu
viech racionalnich ¢isel znacime Q, plati tedy:Q={xeQ | (x=a:b)A(a;b e Z)A(b#0)}.

, , vy vy a fs - 1 .
Podil celych &isel a:b; b#0 znacime 3 Tento zapis nazyvame zlomkem, ¢islo a je

Citatel, Cislo b je jmenovatel zlomku. Pro kazdé racionalni ¢islo existuje nekone¢né¢ mnoho
usporadanych dvojic celych ¢isel [délenec, délitel], jejichz podilem je dané raciondlni Eislo,
resp. nekonecné mnoho zlomka [Citatel, jmenovatel], které vyjadiuji totéz raciondlni Eislo,
napr.:
5 2 4 6 20

[2;5]€Q, protoze 2:5=4:10=6:15=20:50=..... , Tesp. STT0°15 50
Mezi témito zlomky vzdy existuje jediny, jehoz cCitatel a jmenovatel jsou nesoudélna Cisla —
fikdme, Ze tento zlomek je v zakladnim tvaru.

Mnozina vSech celych ¢isel je vlastni podmnozinou mnoziny vSech raciondlnich Ccisel
(Z < Q). Na mnozin¢ vSech racionalnich ¢isel 1ze neomezené secitat, nasobit, odcCitat a délit

(s jedinou vyjimkou — nelze délit nulou).
Zapisy racionalnich Cisel ve tvaru zlomku: Necht' a;b;k jsou libovolna cela Cisla, b,k #0.

k- Y , : : .
Pak plati %zﬁ (tuto Gpravu nazyvame rozSifovani zlomku). Necht a,b jsou libovolna

soudélna celd cCisla, £ jejich spolecny délitel. Pak plati: %:% (tuto Upravu nazyvame

kraceni zlomku). Mezi vSemi zlomky, které vyjadiuji totéz racionalni Cislo, existuje praveé
jeden, jehoz citatel a jmenovatel jsou nesoudélnad cisla. Rikdme, ze zlomek je zapsan
v zékladnim tvaru.

Zapis racionalnich cisel ve tvaru desetinného ¢isla: Necht a, €Z libovolné celé islo,
a;a,;..;a, ,;a, ;a, cifry (4. a, €{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}; i=1;2;.;n) a aeQ je libovolné
racionalni ¢islo, pro které plati:

a 94 e
st =S5+ — -
100 10 10 10
Pak piSeme a=aq,,q4,..a, a

a=a, (rozvinuty ukonceny desetinny zapis).

(ukonceny desetinny rozvoj).

n

Prevod zlomku na desetinné cislo provedeme ,naznaCenym® délenim, napi:

=3:8=0,375. Existuji vSak raciondlni ¢isla, kterd nelze zapsat ukonenym desetinnym

o | W

zapisem, napf: 1 =0.33333.....; % =0.378378378...... V téchto pripadech je desetinny zapis

3
nekoneény, avSak vzdy v ném existuje skupina ¢islic, ktera se pravidelné opakuje (tzv.
perioda). Pted touto periodou se mize vyskytovat jina skupina Cislic (predperioda). Napf.

v zapisu Cisla % =0.41666666..... je predperioda 41, perioda 6 . Periodu obvykle piSeme jen

jednou a oznacujeme ji pruhem, tj. zapisujeme % =03 ; % = O,ﬁ;

32 =0,416. Tyto zapisy

nazyvame periodické desetinné rozvoje.
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Kazdé racionalni ¢islo lze vyjadrit ve tvaru ukonceného nebo periodického rozvoje.
Pfitom délka periody je vzdy mensi, nez jmenovatel ptivodniho zlomku. Je to déano tim, Ze pfi
déleni jmenovatelem b e N mlzeme obdrzet nejvyse b ruznych zbytka: 0,1,2,...b—1.
Obdrzime-li nulu, déleni a tim i rozvoj ¢isla konc¢i. Pfi nekone¢ném déleni se tedy mohou
vystiidat nejvyse zbytky 1,2,...,b—1 a pak se zbytky a tudiz i cifry v rozvoji nutné musi

opakovat. Napfiklad pfi vyjadieni zlomku % dostaneme vSech Sest moznych zbytkl v poradi

3,2,6,4,5,1 a %20,142857 .

Zapis racionalniho cisla ve tvaru zlomku: V piipadé ukonceného desetinného rozvoje

najdeme zlomek vhodnym ,,rozsifenim®, napt. 0,437 = 0,437 1000 = ﬂ Postup v ptipade
1000 1000

periodického rozvoje ilustruje nasledujici priklad:

1. Piiklad: Pfevedme na zlomek racionalni &islo a=0,1234567. Cislo ma trojcifernou
predperiodu a ¢tyicifernou periodu. ,,Zbavime* se jich nasledujicim obratem: Vynéasobime
dané rovnosti &isly 10°* =10" a 10*. Takto ziskané dvé& rovnosti od sebe odecteme:

10000 000a = 1234567,4567 4567....
-1000a = —123,4567 4567....
9999 000a = 1234 444,0000 0000....

Y 1234444 308 611
9999 000 2499 750

Dostavame tedy

Absolutni hodnota racionédlniho cisla, opacna ¢isla, Ciselna osa a usporadani mnoziny
vSech raciondlnich ¢isel je definovano analogicky jako pro cisla celd. Secitdni a ndsobeni
racionalnich ¢isel ma stejné vlastnosti jako secitani a nasobeni piirozenych resp. celych cisel,
navic plati:

2« oad<be M_ﬁ (ﬁj :an
b b b b
a_a a,c_adtbe ac_ac
-b b b d bd bd b-d
a
e _-a__a a_ca_ca a.c_b_ad_ad
b b b b 1 b b b'd ¢ bc bec
d
Y . a c a-c - y e
Pozor! Ziejmé pod dojmem vzorce 37 = bd studenti nékdy obcas pouzivaji i ,,vzorce*:
casté chyby:
a_ c-a a ¢ a+b a¥b_a c
C'_:_; —4—= ’ =4 —
b cb b d c+d c+d b d
v i wir % , oy a c¢ ad+bc .
Pii secitani a od¢itani Casto nemusime pouzit vzorec _+E: PYIRE ale tzv. pfevod na

nejmensi spolecny jmenovatel, coz je nejmensi spoleCny nasobek jmenovatell, ktefi se
v souctu resp. v rozdilu vyskytuji. Tedy napft.
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. 1
misto —+—

1 36+24 60 15

24 36 24-36 864 216

Priklady:
2

1)1.2:0.5-0.4°: E+03 0.6-0.16- ?+O3 0.6-0.08-25+0.3=0.6-2+03=-1.1

25

1
oCitame lépe —+—=
P P 24 36 216

1 946 15

12 .2 (1Y ] 1 (1 8 1) 1 41-4.843-1 1 25 3+25 28
2) ——| 2224 | |==—| === +—|=—— == ==
4 e "3 \2 4 \3 3 4) 4 12 41 12 12
3.2 1 2 3.11-4-2 33-8 25
3) 4 3 4 3 _ 12 __ 12 _12_2510_25_ ,1
2.3 1lioo §_§ 1 5-3—2-6+2-1 15—12+2 5 125 6 6
4 5 5 10
) 2 3 26
) 3 6)\5)__6 _6 5) _ 3 18
2Y 2 4,72 471 i 7 54437
(_j 072 97103 9°53 915 45
Bl
18545 55
41 18-41 2-41
45
NereSené tlohy:
Vypodctéte:
1 (.2 1
1) 7.5+42—-[12:25-3 7 [0.7:(-0.2)? .(__j
) 2(3 ) ) [07:¢027 ] 5
2) 3.2:320+0.5° 10— (3-0.2-0.4) 8) 1.5° +0.08:0.2—[(-3)> : (-3)]
301 2Y 1 7
3) |[=-=1-03-|-14+= 9) [—1——(—1—ﬂ:0~2
 (3-3fos-(-14+3) A
4 1Y’ 3T
4) 1.2:0.8+§-(—1§j ~0.4-0.8 10) [—2-(—3.75)—81} 100
_ 2 3' 5
5) [%—1%+%)-0.3+1.5 1D i 243y =(=2) 0-252 3
| p 12) —-1.4+0.6° :0.036—[———)
6)(2——2.5]:—“.22 7 5 4
3 6
2 1 3.2 (3 11)3
13) 1= 15) —— 17y A1_2)'8
3-= 2.2 -1-+02 (2j _(_1)
1 43 1 v 2 3 /
***** g-0.5+1 3 L1238
14) 5 10 4 16 5 4 8 —g +g : —5
2.(_1j ) T2 2 18— ;
S el
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Zapiste jako desetinné ¢islo:

1 1 1 2 1

19) _16 20) — 21) 10 22) 28 23) —
25 3 33 165 7

Zapiste jako zlomek v zékladnim tvaru:

24) 0.32 25) 0.6 26) 0.63 27) 0.12632  28) 09

Vysledky

1) 1% 2) -1.66 3)-092 4)25 5)12 6) 1.24 7) —8% 8) -5.225 9) 1%

2 1 1 1 25
10) 156.25 11) 17 12) 7.15 13) —— 14) —— 15) -4— 16) —5— 17) 45 18) —
) ) ) ) =57 W5 194216 52 17) ) 5

19) —0,64 20) 03 21) 030 22) 0.169 23) 0.142857 24)% 25) % 26)%
27) 6253 28) 1
49 500

2.4 Realna disla

Ciselna osa racionalnich ¢isel: Vznikne zobrazenim (celé¢) mnoZiny (Q do mnoZiny vSech
bodu libovolné primky p . Je otdzkou, zda toto zobrazeni je také zobrazeni na mnoZinu, tj.
zda kazdy bod ciselné osy je obrazem néjakého raciondlniho ¢isla. Mezi kazdymi dvéma
(jakkoli ,,blizkymi*) racionalnimi ¢isly lezi vzdy alesponl jedno dalsi raciondlni ¢islo. Mezi
Y » Y uq e . e a+b C tr xs

Cisly a <b lezi napt. vzdy jejich arimetricky primér, tj. a < — <b. Raciondlni cisla tedy

zapliuji ¢iselnou osu velmi ,,husté* a mohlo by se zdat, Ze ji ,,zaplni zcela®. OvSem neni tomu
tak.

1. Priklad: Dokazme, ze Cislo \/5 neni racionalni.

Reseni: Jedna se o individualni vétu (viz kpt. 1.5.), kterou dokazeme sporem. Dle kpt. 1.5. je
tedy tfeba predpokladat platnost negace dokazované véty a fetézem implikaci z ni vyvodit
nepravdivy vyrok (viz kpt. 1.5. typ dikazu c).

Ptedpokladejme tedy, ze V2 jeraciondlni ¢islo = Im,n € Z,m,n nesoudélnd : V2 = n
n

= dm,n € Z,m,n nesoud€lna : V2n=m
= 3m,n € Z,m,n nesoudélna : 2n* = m’ *
= 3m,n € Z,m,n nesoudélna : m” je sudé
(nasledujici implikaci jsme dokézali v kpt. 2.1. pt.3):
= dm,n € Z,m,n nesoud€lnd : m je sudé
= dm,n, k € Z,m,n nesoudélna, m sudé: m = 2k
= Im,n,k € Z,m,n nesoudélna, m sudé: m*> = 4k*
= 3m,n,k € Z,m,n nesoudéna, m sudé: 2n*> = 4k> (viz implikaci oznagenou hvézdickou)
= Im,n,k € Z,m,n nesoudélna, m sudé: n> = 2k>
= Im,n,k € Z,m,n nesoudélna, m sudé: n> sudé (a konecné viz kpt. 2.1. pt.3):
= dm,n, k € 7 : m,n nesoudélna, m sudé, n sudé
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Posledni vyrok je vSak nepravdivy. Dospéli jsme ke sporu s piedpokladem, ze V2 je
racionalni ¢islo. Tento predpoklad tedy nemuize platit a V2 musi byt Cislo iraciondlni.

Rada ¢&isel, se kterymi se bézn€ setkdvame, nejsou Cisla raciondlni. Cisla \/5 , \/5 , T,
0.1010010001... nelze zapsat ve tvaru zlomku, nejsou to racionalni ¢isla.

MnoZina R vSech redlnych ¢isel je ¢iselna mnozina, kterou 1ze zobrazit na mnoZinu vSech
bodi pfimky. Kazdému redlnému ¢islu x je tak pfifazen pravé jeden bod P leZici na pfimce
a naopak, kazdému bodu Q ptfimky p je pfifazeno pravé jedno redlné ¢islo y . Pfimku p
nazyvame Ciselnou osou. Je—li bodu P pftifazeno Cislo x, nazyvame toto Cislo souradnici
bodu P, piSeme P =[x].

PodmnoZinou mnoziny R vSech redlnych cCisel je mnozina @Q vSech racionalnich Cisel.
Redlnd ¢isla, kterd nejsou raciondlni, nazyvame cisla iracionalni. Tato ¢isla lze vyjadfit
nekoneénym a neperiodickym desetinnym rozvojem, tj. rozvojem s nekonec¢né¢ mnoha ciframi,
v némzZ se zadna skupina cifer pravidelné neopakuje. Je samoziejmé, Ze nikdy nemlZeme
vypsat vSechny cifry desetinného rozvoje, kterym je uréeno iracionalni ¢islo. K urceni
iraciondlniho ¢isla je vSak tfeba znat predpis, podle kterého je principidlné mozné zjistit, ktera
cifra je na n—tém misté jeho desetinného rozvoje, a to pro libovolné .

V mnoZin€ vSech iraciondlnich ¢isel nelze neomezené provadét zadnou aritmetickou operaci —
soucet, rozdil, soucin ani podil dvou iracionalnich ¢isel nemusi byt iracionalni Cislo.

Pf‘iklady:\/int(l_\/i):l' r-7=0;3- :%;(37r):7z:3.

1
23
V mnozin¢ R vSech realnych ¢isel 1ze neomezené secitat, odcitat, nasobit 1 délit (s vyjimkou
nuly).

Interval — je podmnoZina mnoziny R, kterou je mozné zobrazit na ptimku, polopfimku nebo
usecku (piipadné s vyjimkou jednoho nebo obou krajnich bodi).
Intervaly mnoziny R :

Nazev Znaceni Definice Grafické znazornéni
Mnozina vSech x € R, pro ktera plati

Uzavieny <a; b> a<x<b o ———o
Otevieny (a;b) a<x<b oO——o0
Uzavieny zleva <a; b) as<x<b e————90O
Uzavieny zprava | (g; b) a<x<b o——eo
Omezeny zleva | (a;00) as<x ——

(a;oo) a<x O—
Omezeny zprava (o0; b) x<b  ———

(00;b) x<b S
Neomezeny (00;0) xeR -
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Mocniny a odmocniny

Mocniny s pFrirozenym mocnitelem: Mocninou rozumime vyraz tvaru a", kde a je zaklad
mocniny (mocnénec), n je exponent (mocnitel) . Jak jiz bylo fe¢eno v kapitole o pfirozenych
¢islech, mocnina s pfirozenym mocnitelem znac¢i opakované nasobeni ¢isla sebou samym, t;.

a"=a-a-....a, neN; n>0.
\—w_—J
n krat

Totéz plati i pro mocninu, jejimz zakladem je realné Cislo, tj. a e R.

Z definice vyplyva, ze (neN):

a) a' =a; d) Je-li a>0,pak a" >0
b) 1"=1; e) a >0
c) 0"=0 (n>0). f) Je-li a <0, pak a*"' <0
Na zakladé této definice dale plati:
a’-a"=a-a-....aa-a-....a=a-a-...a=a""
m krat n krat (m-+n) krat
(a-b)'=(a-b)-(a-b)-....-(a-b)=(a-a-....a)-(b-b-....b)y=a" - b"
n zavorek n krat n krat
n krat
n f_/% n
(z) {z).(zj ,,,,,, .(zjzw.:a b2
b b b b b-b-...b b"
_—
n zlomkii n krat
(am)”l — am _am — _am :am+m+..4+m :am-n
n krat

Tato pravidla plati nejen pro a €N (kde zdkladem mocniny je pfirozené cislo), ale i pro
a € R (zakladem této mocniny mize byt libovolné realné Cislo, samoziejmé s vyjimkou nuly
ve jmenovateli).

Délepro a#0; m>n je

m krat (m—n) krat n krat n krat
(m-n) krat ~ ——"—— (m—n) krat
m . a" a-a-..a a-a-..aaa-..a aa-...a ~— T ..
a’:a'=—-= = =a-a+....a—————=a-ad-....a=a
a a-a-...-a a-a-...-a a-a-...-a
n krat n krat n krat
Priklady:
1) 10' =10 3) 0°=0-0-0-0-0=0
s [1)4 1111 1 H1°=11-...-1=1
'2) 2222716 5) (-2)° = (-2)-(-2)-(-2) = -8

6) (=) =[(=1)- (=DI-[(=1)- (=D)]- - [(=1)- (D] (<) = 1o T (=]) = =1
) (D' = [(D)-DI-[D - (D] (<D (D] = 11 =1
8) (x2y3).(2xy):2_x.x2 _y3 -y:2-x1+2 'y3+1 :2x3y4
9) (2a°bc’)* 1 (ab’c’)’ = (16a°h*c™) : (a’b*c®) =16-(a® :a*)-(b* :b*) - (¢ : ®) =
— 16 . a8—2b4—4c20—6 — 16616014
ab’c® . a’bx’ B (a-a*)-(b>-b)-(c’:c)-(x* : x*) B a’biex

xX’yz Iy’ (y-y)(z-2%) yz’

10)
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Ciselné tdaje se v technické praxi udavaji ve tvaru a-10"; kde 1< a <10, napt.:

délka Kordiller je 15 000 km =1.5-10*km
rozloha Kaspického mote je 371 000 km” =3.71-10° km’
rozloha Sahary je 7750 000 km* =7.75-10° km®

Mocniny s celo¢iselnym mocnitelem:

n

1 vVZ a” :a" =a"™" roz§ifit i I m =n, je tfeba zavé
Abychom mohli vzorec a” : a" "™ roz§ifit 1 na pripad , je tieba zavést
m

a":a" =a"" =a" =1 (ptitom je tieba, aby a = 0).

Ma-li vzorec a” :a" =a™™" platit i pro zaporné mocnitele, musi platit

Pro zaporné celociselné mocnitele plati vSechna dosud odvozena pravidla.

Priklady:
0 -1 -3 -2 1 3 7
1) (—6)°—2-4"-3(2)> -7 (4)2=1-2 - ——— "=
4 (=2 (4’
1,37 _16-8+32-7 7
2 8 16 16 16
1 1 5
2 A0 —+1 —+1 —
) s 2" 45 9:16—45+9
o) e (3] (-Gl e
3 1) (=2 \2 4 4 4
5
4 541
T20 204 4
4

Odmocniny v oboru realnych d&isel:

Odmocnovani je ,,opaénym® pocetnim vykonem nez umocnovani ptirozenym mocnitelem:
Je—li a" =b; ne N, mizeme naopak psat a = b (pro n=2 piseme obvykle jen a = Jb ).
Je-li a" =b a b<0, pak musi byt n liché. Proto napf. Y2 eR pouze pro licha .
Odmocnina v oboru redlnych ¢isel musi byt definovana jednoznacné, tj. nesmi ,,davat vice
vysledki. Proto je napi. 16 =+2  anikoli  &asta chyba:

Yle=+2
Pro kazdé a >0 akazdé neN je {/a" =(x/z) =a.

Mocniny s racionalnim mocnitelem:

Predpokladame-li, Ze P_keZa maji—li platit vySe uvedené vztahy, musi byt:
n

m

ayzak:(g/a—k)n: l(ak " :n/ak»n :W
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Maji-li tyto vztahy platit i pro n ¢ 7., je tieba definovat:
n

m

L., m .
Prokazdé —eQ; meZ;neN je a" =va
n

Pro mocniny s raciondlnimi mocniteli plati vSechny vyse uvedené vztahy.

Pravidla pro pocitani s odmocninami:

1 1
a-ifb =4a" A" =ar b =(a-by =%/a-b

Piiklady: 1) /81-3/9=3/27-3-3/9=327-33-3/9=3.33-9=3-327=3.3=9
2) (%/§+i/§)-%/§=%/§.i/§+%/§-i/§=2/E+i/ﬁ=i/ﬁ+i/€=3+i/€

Caste¢né odmocnovani:

3)V8=Va2=442=2V2;
4 016 =53 -8 3233
5) V277200 =~2* 3252711 =2* 32 /52 7 11222357 11 = 604711

Usmérnovani zlomkd je odstranovani odmocniny ze jmenovatele zlomku: Vyraz
s odmocninou ve jmenovateli je pro dalsi vypocty vétSinou nevyhodny, proto se ho snazime
ze jmenovatele odstranit:

Priklady: 6) 2 _ 242 242 242 2\/_ -2

T\/_\/_Jzz \/Z
1 133 JEE 321\/3_2\/3_2

TIF_\/332_333 3003

Dale plati:

Priklady:

l+l l

o 3
0) Y1672 =167 2 =320 2 =gfF 2 =g =2 =22 =22 =22 _» 5
2-3[23-3 — 2[23 — [22 .2

10) WA =33 =2 =t =4
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Shrnuti vzorct pro pocitani s mocninami a odmocninami:

Pro vSechny ptipustné hodnoty plati:

a _ .
am an _am+n am an: , :am” (am)n :amn
a

n n
n __ .n n a _Cl 1 _ -n
(a-b)" =a"-b (—) =— —=a
b b a
nf m
a a -
17/a.%:n/a_b :ng a" =%a"

Pozor! Casté chyby: Studenti ¢asto pouzivaji také tyto ,,vzorce®

a
(axbh)'=a"£b" a"+a"=a™" Natb=a+b a"-ad"=a"" =q

Vyvratme prvni z téchto ,,vzorci*: Vyjdeme z distributivniho zakona
a-(b+c)y=a-b+a-c.
Je—li a = x+ y, dostaneme dosazenim
(x+y)-(b+c)=(x+y)-b+(x+y)-c
a na pravou stranu pouzijeme op¢t distributivni zékon:
(x+y)-(b+c)=(x+y)-b+(x+y)-c=xb+yb+xc+ yc

Zavorky (dvojcleny) musime tedy roznasobovat tak, Ze ndsobime kazdy ¢len prvni zavorky
s kazdym ¢lenem zavorky druhé. Pro (a +b)* tedy napt. dostavame:

(axb)’ =(atb)-(atb)=a"+ab+tab+b’ =a’ +2ab+b’

Podobné

(axb) =(axb)’ -(a+b)=(a’+2ab+b*)-(a+b)=...=a’ +3a’b+3ab’ +b’
atd.

Pozor! Vzorecek
(a—b) =a’ —2ab+b’

(tzv. druhd mocnina dvojc¢lenu) je tieba rozliSovat od podobné vypadajiciho rozdilu ¢tvercti:
a’* —b* =(a+b)a-b)

(o spravnosti tohoto vztahu se miizeme presvédcit zpétnym roznadsobenim zavorek na pravé
stran¢).
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Chybné vzorce miizeme samoziejme vyvracet jako obecné hypotézy nalezenim protiptikladu
(viz zaver kpt. 1.5. odst. e): Napft ,,vzorec” Ya+bh = fa +%/b nemize platit, protoze napf.
proa=9;b=16; m=2

dostavame ’\”/a+b=\/9+16=\/£=5,

zatimco ’\”/;+’\”/Z=\/§+\/E=3+4=7

NereSené tlohy:

1) (a’b)(ab) 6) 2x°y)*(xy°z’)’ 11) (xy’z7):(x 7y 72)
2) (2aby’ 7) (a’bc’) (3ab’c’)’ 12) W' vw @ viw?)
3) (3x2y23)3 8) (u2mvrl)2(uvm)3 13) (a2x+1b—x—2):(axbl—3X)
4) (Sambn)Z 9) (ax+yb2x)2(a2bx)y 14) (2xa+1yb—3zab)a—]

5) (x'y"2)’ 10) (@’07):(a”'b") 15) [(=) " : (=) "]

Caste¢né odmocnéte:

16) V12 17)J50  18) V72 19) V240  20) V315 21)\[% 22)\/8;1
Vypoctéte:

13)JV2 24 I3 25) B 26 Y27 2y YU 28) Y5020

Upravte:
2 3 0.3 -34 1 5
203 31 . s
29) b - b ) a-a 33)a 5:a >

1 1 1 ) -1 -0.5 0.25 , 7.-3.5
30) R 32y m?*-m -m 34) k™ k
Vysledky:
1) &b’ 2) 8a’b’ 3) 27x°y’z’ 4) 254°"b*" 5) xyPz? 6) 4x''y"7z" 7) 9a"°b*c*
8) u4m+3v3m+2n 9) axz+2yzb2xz+xy 10) a6b—6 11) x5y52—3 12) V—5rW 13) ax+lb2x—3
14) 247 x@ a9 e 18y x2 16) 243 17) 542 18) 642 19) 4415 20) 3435
\/— 17 19

21) TS 22) % 23) {2 24) 3 25) Y3 26) 3 27) Yx 28) 10 29) b2 30) x*¢

NG

31) ' 32)m? 33)a’ 34 K7

38



2.5 Komplexni ¢isla

V oboru redlnych <¢isel jsme zavedli odmocnovani jako ,,opaény*“ pocetni vykon
k umocniovani. Jakékoli sudd odmocnina je vSak v oboru redlnych ¢isel proveditelnd pouze

pro nezapornd Cisla. Naptiklad +v—4 v oboru redlnych ¢isel neexistuje, nebot’ Zadné realné
¢islo umocnéno na druhou neni rovno minus ¢tyfem. Proto nejsou v oboru redlnych cisel
tfeSitelné mnoh¢ (i velmi jednoduché) rovnice. To je jeden (i kdyz ne jediny) ditvod proto,

Vv

abychom obor redlnych ¢isel rozsitili na obor ¢isel komplexnich.

Jeden z divodii konstrukce c¢isel redlnych byl ,,vyplnit“ celou ¢iselnou osu. Na této ose jiz
neni pro dalsi ¢isla misto. MnoZina vSech komplexnich ¢isel je sestrojena jako Ciselnd
mnozina, kterou lze vzijemné¢ jednoznacné
zobrazit nikoli na pifimku, ale na rovinu. A
Mnozina C vSech komplexnich ¢isel je tak Im
sestrojena jako mnozina vSech uspotadanych
dvojic readlnych ¢&isel, tj. cCisel z tvaru b
z=[a;b], kde a;beR jsou redlna cisla. Je

7 =atbi

ziejmé, ze Cisla ;b muzeme chapat jako
usporadanou dvojici soufadnic bodu v roviné
(tzv. Gaussova rovina), a to v pravouhlé
soufadné soustavé, ¢imz je déno vzdjemné
jednoznaéné zobrazeni mezi rovinou a
mnozinou C. 0 a

1z

Re

Usporadané dvojice [a;h] e C lze chapat také jako dvojéleny a+b-i (tzv. algebraicky tvar
komplexniho ¢isla) a s t€émito dvojcleny zachazet podle dosud znamych pravidel. Zakladni
aritmetické operace na mnozin¢ C lze pak vysvétlit nasledujicim zpisobem: Pro soucet a
rozdil komplexnich ¢isel tak dostaneme napf-.:

(3+21)+(2-3i))=3+2+(2-3)i=5-i
(34+2i)—(2-3i)=3-2+(2+3)i=1+i

Pro nasobeni a déleni musime krom¢ toho pfijmout pravidlo, které navic fesi existenci
odmocnin ze zapornych Cisel:

Cislo i nazyvame imaginarni jednotkou. Pro ndsobeni tak dostavame napf.:

(3+2i)-(2-3i)=3-2+2-2i-3-3i-2-3" =6+4i—9i —6-(-1) =12 - 5i

Cislo z' =a—b-i nazyvame ¢&islo komplexné sdruZené k &islu z = a +b-i.Vynasobenim
dvou cisel komplexné sdruzenych dostaneme cislo redlné (pouZzijeme vzorec pro rozdil
Ctvercu):

zz =(a+b-i)-(a-b-i)=a’—(b-i) =a’-b"-i’ =a’ -b"-(-))=a’ +b°

Pravé této vlastnosti pouzivame pii déleni komplexnich ¢isel. Déleni piepiSeme do tvaru
zlomku, ktery rozsitime ¢islem komplexné sdruzenym ke jmenovateli, tj. napt.:
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3+2i  (3+2i)-(2+3i) 6+4i+9i + 6i° _6+13i+6-(-1) _6+13i-6 _13i _

2-3i (2-30)-(2+3) 22 +3F 13 1313
Mocniny komplexnich ¢isel: pro n € N definujeme stejné jako v jinych Ciselnych oborech
2=z z-...z;proz#0jez’=laz" =i.
T Zn
Priklady:

1) (142 =1+2i) =1+2))-1+2) = +4i+4i°)-(1+2i) = (-3+4i)-(1+20) =
=-3+4i-6i+8" =-11-2i
2) l-4:l l _( 1)( 1)_1 l _1 1_1 2003 12000'i3:(i4)500‘i3:1500'i3:i3
Absolutni hodnota komplexniho &isla z je realné islo |zl =+/z-z" .

3) Urc¢eme absolutni hodnotu ¢isla z=3+4i:

2l =Nz-2" = \J(3+4i)-(3—4i) =3’ +4" =

Geometricky vyznam absolutni hodnoty komplexniho ¢isla — je analogicky jako u absolutni
hodnoty ¢isla redlného: absolutni hodnota komplexniho ¢isla z je rovna vzdalenosti obrazu
tohoto ¢isla v Gaussové roviné od obrazu ¢isla nula. Absolutni hodnotu komplexniho ¢isla je
tedy ziejmé& mozné urcit i takto:

Izl = |a + bil = Va* + b*

NereSené ulohy:

1) B-2)2+3)+(1-4i)(2-10) 5) 1+ +L 9) ‘l
1-2i 1+ 3-2i
2) [(1+20) = (4+3D)]- (—i) — (4+30) 6 2+30 3-4i 10) 1-3i
L 3+4i 2-3i 5+2i
3) (—2—4i)-(—5+§)+(1—2i) o (1= o1+ 11y |20 =33
N1 U5 5+12i
2+1 ) .
9 S+ E-2)E-0) 6i —4 12) |1+ 2 - 22
—3; 3-i
Vysledky:
13 13 3011 684 38
17212533+214———i5—+—i —+=—i 7)0 8 10
) ) ) ) )10 10 ©) 325 325 ) )

9) 1 10)\/7 11) 5 12)\/7
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